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ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ ОБ УРАВНЕНИЯХ С ЧАСТНЫМИ 

ПРОИЗВОДНЫМИ 

 

Аннотация. В статье рассматриваются основные понятия и 

классификации уравнений в частных производных (УЧП). Описываются 

такие ключевые характеристики УЧП, как порядок и линейность уравнений. 

Особое внимание уделяется классификации УЧП второго порядка на 

эллиптические, параболические и гиперболические типы. Показана роль 

указанных характеристик в формулировке начально-краевых задач и в 

определении качественных свойств решений. Рассматривается взаимосвязь 

математической структуры уравнений с физическим смыслом моделируемых 

процессов, а также влияние типа уравнения на устойчивость и поведение 

решений. Отмечается значение уравнений в частных производных как 

универсального инструмента математического моделирования в прикладных 

задачах. 
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уравнения, линейность. The role of these characteristics in the formulation of 

initial-boundary value problems and in determining the qualitative properties of 

solutions is shown. The relationship between the mathematical structure of the 

equations and the physical meaning of the modeled processes is considered, as well 

as the influence of the type of equation on the stability and behavior of solutions. 

The importance of partial differential equations as a universal tool for mathematical 

modeling in applied problems is noted. 
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BASIC CONCEPTS OF PARTIAL DERIVATIVE EQUATIONS 

 

Abstract. The article discusses the basic concepts and classifications of 

partial differential equations. Such key characteristics of an accounting system as 

the order and linearity of equations are described. Special attention is paid to the 

classification of second-order NPOs into elliptical, parabolic and hyperbolic types.  
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Само понятие частной производной лежит в основе всего УЧП, 

обозначая скорость изменения функции по одной из ее независимых 

переменных при условии, что все остальные переменные остаются 

постоянными [4, с. 1]. Представьте себе температуру в комнате, которая может 



меняться с течением времени и в разных точках пространства, например, 

температура у окна может отличаться от температуры у стены, и обе могут 

меняться в течение дня. Чтобы описать, как температура изменяется, когда вы 

перемещаетесь от одного угла комнаты к другому, нужно взять частную 

производную по пространственной координате, игнорируя изменение во 

времени. А чтобы понять, как температура в одной конкретной точке меняется 

со временем, нужна частная производная по времени, фиксируя 

пространственные координаты. Именно это многомерное измерение 

изменений делает УЧП универсальными, позволяя отразить сложную 

взаимосвязь между множеством параметров, определяющих динамику и 

состояние системы. 

Помимо аналитического определения, решения уравнений в частных 

производных могут рассматриваться с геометрической точки зрения. В этом 

контексте искомая функция интерпретируется как поверхность или 

многомерное многообразие, форма которого определяется уравнением и 

заданными условиями. Частные производные при этом характеризуют 

локальные свойства поверхности, такие как наклон, кривизна и направление 

наибольшего изменения. 

Геометрическая интерпретация позволяет наглядно представить 

поведение решений и глубже понять их качественные свойства. Особенно 

важным такой подход оказывается при анализе устойчивости решений и 

выявлении областей, в которых возможны резкие изменения поведения 

функции. Это делает геометрические представления важным дополнением к 

аналитическим методам исследования УЧП. 

В связи с этим уравнения в частных производных занимают центральное 

место в современной прикладной математике и математической физике. Их 

использование позволяет формализовать и исследовать процессы, зависящие 

от нескольких независимых переменных, что делает данные уравнения 

универсальным инструментом моделирования сложных систем. 



Целью настоящего исследования является анализ основных 

характеристик уравнений в частных производных и выявление их влияния на 

свойства решений и методы исследования математических моделей. Для 

достижения поставленной цели в работе рассматриваются понятие частной 

производной, порядок и линейность уравнений, а также классификация 

уравнений в частных производных второго порядка. Особое внимание 

уделяется взаимосвязи между типом уравнения, физическим смыслом модели 

и требованиями к начальным и краевым условиям. 

Для классификации и понимания природы УЧП используются 

несколько ключевых характеристик, одной из которых является порядок 

уравнения, определяемый наивысшим порядком частной производной, 

входящей в уравнение. Так, «уравнение, содержащее только первые 

производные, называется уравнением первого порядка, тогда как уравнение, 

включающее вторые производные, будет второго порядка, и так далее» [3, с. 

125]. Порядок уравнения оказывает существенное влияние на количество 

необходимых начальных и краевых условий, которые являются неотъемлемой 

частью задачи для УЧП и необходимы для получения единственного и 

физически осмысленного решения. 

Важным аспектом анализа уравнений в частных производных является 

устойчивость их решений по отношению к малым изменениям исходных 

данных. В практических задачах начальные и краевые условия зачастую 

известны лишь приближённо, поэтому поведение решения при малых 

возмущениях имеет принципиальное значение. 

В ходе исследования было установлено, что устойчивость решения 

тесно связана с типом уравнения и характером заданных условий. Для 

некоторых классов УЧП малые изменения исходных данных приводят лишь к 

незначительным изменениям решения, тогда как в других случаях возможно 

существенное усиление погрешностей. Это обстоятельство необходимо 

учитывать при построении математических моделей и интерпретации 

полученных результатов. 



Методологической основой данного исследования послужили методы 

математического анализа и теории дифференциальных уравнений, а также 

аналитический и сравнительно-теоретический подходы. В процессе работы 

проводился анализ свойств уравнений различного порядка и типов с целью 

выявления закономерностей, определяющих характер их решений. 

Применение сравнительного анализа позволило установить, каким 

образом изменение порядка уравнения отражается на сложности постановки 

задачи и интерпретации полученных решений. Такой подход является 

особенно важным при построении математических моделей реальных 

процессов, где некорректный выбор порядка уравнения может привести к 

физически неадекватным результатам. 

Еще одной критически важной характеристикой является линейность 

уравнения. Уравнение называется линейным, если неизвестная функция и все 

ее частные производные входят в него только в первой степени и не 

перемножаются друг с другом. Это означает, что если u1 и u2 являются 

решениями линейного уравнения, то любая их линейная комбинация c1u1+ c2u2 

также будет решением – свойство, известное как принцип суперпозиции. Этот 

принцип значительно упрощает поиск решений, позволяя строить сложные 

решения из более простых базовых компонентов. 

Проведённый анализ показывает, что линейные уравнения в частных 

производных обладают рядом существенных преимуществ, включая 

возможность получения аналитических решений и применения развитого 

математического аппарата. Именно поэтому линейные модели широко 

используются при первичном описании физических процессов и служат 

основой для более сложных исследований. 

Вместе с тем во многих прикладных задачах использование 

исключительно линейных уравнений оказывается недостаточным. Реальные 

системы часто демонстрируют нелинейное поведение, которое невозможно 

адекватно описать в рамках принципа суперпозиции. Это обстоятельство 

обусловливает необходимость рассмотрения нелинейных уравнений в 



частных производных, несмотря на возрастание сложности их анализа и 

решения. 

Однако, когда УЧП содержит члены, в которых неизвестная функция 

или ее производные умножаются друг на друга, возводятся в степень или 

являются аргументами нелинейных функций, такое уравнение становится 

нелинейным. Нелинейные УЧП, хотя и гораздо сложнее для анализа и 

решения, описывают огромное количество реальных явлений, например, 

турбулентность, ударные волны, распространение опухолей, и часто приводят 

к появлению удивительно сложных и непредсказуемых динамических 

поведений, которые невозможно получить из линейных моделей. 

Таким образом, выбор между линейной и нелинейной моделью 

определяется не только удобством математического анализа, но и характером 

исследуемого процесса. В ходе исследования было установлено, что 

нелинейные уравнения, несмотря на их сложность, позволяют выявить 

качественно новые эффекты, принципиально недоступные линейным 

моделям. 

Это подчёркивает важность осознанного подхода к построению 

математической модели, при котором учитываются как аналитические 

возможности, так и физическая достоверность описания исследуемого 

явления. 

Существенное влияние на свойства решений уравнений в частных 

производных оказывает размерность пространства, в котором рассматривается 

задача. Поведение решений в одномерных, двумерных и многомерных 

областях может существенно различаться, даже при формальном сходстве 

уравнений. 

С увеличением размерности возрастает сложность анализа и численного 

решения УЧП, а также усиливается роль граничных условий. В многомерных 

задачах часто возникают эффекты, отсутствующие в одномерных моделях, что 

требует применения более сложных методов исследования и интерпретации 

результатов. 



Пожалуй, одной из наиболее важных классификаций УЧП второго 

порядка, которая проливает свет на их физическую природу и методы 

решения, является деление на: 

- эллиптические типы; 

- параболические типы; 

- гиперболические типы [1, с. 697]. 

Данная классификация уравнений в частных производных второго 

порядка имеет принципиальное значение как с теоретической, так и с 

практической точки зрения. Тип уравнения определяет характер 

распространения возмущений, влияние начальных и краевых условий, а также 

выбор методов решения. 

В рамках настоящего исследования классификация рассматривается как 

инструмент, позволяющий установить связь между математической формой 

уравнения и физическим смыслом моделируемого процесса. Это делает её 

важным этапом анализа при решении прикладных задач. 

Эллиптические УЧП традиционно описывают стационарные или 

равновесные состояния систем, где нет явной зависимости от времени. 

Классическим примером является уравнение Лапласа или Пуассона, которые 

моделируют распределение температуры в установившемся режиме, 

электростатический потенциал или стационарные потоки жидкости. Для 

эллиптических уравнений ключевую роль играют краевые условия, которые 

задают поведение функции на границе всей рассматриваемой 

пространственной области. Решение в любой точке внутри области зависит от 

значений на всей ее границе, что отражает «глобальную» природу 

равновесных процессов. 

Параболические УЧП, напротив, описывают эволюционные процессы, 

которые развиваются во времени и характеризуются распространением и 

сглаживанием возмущений. Самым известным представителем этого типа 

является уравнение теплопроводности, моделирующее распределение тепла в 

теле с течением времени, процессы диффузии частиц, или даже динамику 



численности популяций. Для параболических уравнений требуются как 

начальные условия, определяющие состояние системы в начальный момент 

времени (например, распределение температуры в начальный момент), так и 

краевые условия, описывающие поведение на границах пространственной 

области в течение всего временного интервала. Характерной особенностью 

параболических уравнений является «сглаживание» начальных условий – 

резкие изменения и неоднородности с течением времени обычно 

сглаживаются и выравниваются, что соответствует интуитивному 

представлению о диффузии и рассеивании энергии [2, с. 8]. 

Гиперболические УЧП описывают волновые процессы, где возмущения 

распространяются с конечной скоростью, сохраняя при этом свою форму или 

даже усиливаясь. Примером является волновое уравнение, моделирующее 

распространение звуковых волн, колебания струн, электромагнитных волн 

или ударных волн в газах. Для гиперболических уравнений, как и для 

параболических, необходимы начальные условия, но с одним важным 

отличием, им требуется задать не только начальное положение или состояние 

системы, но и ее начальную скорость изменения. То есть, чтобы полностью 

описать движение струны, нужно знать ее форму в начальный момент и 

скорость, с которой каждая точка струны движется в этот момент. Краевые 

условия, как и в других случаях, определяют поведение на границах области. 

Ключевая особенность гиперболических УЧП заключается в том, что 

информация или возмущения распространяются вдоль определенных кривых 

с конечной скоростью, что означает, что изменения в одной части области 

влияют на отдаленные части лишь спустя некоторое время, необходимое для 

«доставки» возмущения. 

Практическое применение уравнений в частных производных, как 

правило, связано с решением начально-краевых задач. Такие задачи 

объединяют само дифференциальное уравнение с условиями, отражающими 

физические ограничения и особенности рассматриваемой системы. 



В ходе исследования было отмечено, что корректная формулировка 

начально-краевой задачи зачастую является более сложным этапом, чем 

последующее нахождение решения. Именно на этом этапе происходит 

перевод реальной прикладной задачи на язык математики, и от точности этого 

перевода напрямую зависит адекватность полученной модели. 

В результате проведённого исследования было показано, что уравнения 

в частных производных являются фундаментальным инструментом описания 

процессов, зависящих от нескольких независимых переменных. Анализ 

основных характеристик УЧП, таких как порядок, линейность и тип 

уравнения, позволил выявить их ключевое влияние на свойства решений и 

методы постановки задач. 

Установлено, что корректный выбор математической модели на основе 

уравнений в частных производных требует учёта как формальной структуры 

уравнения, так и его физической интерпретации. Полученные результаты 

подтверждают важность классификации УЧП и анализа начально-краевых 

условий при исследовании сложных динамических систем. Практическая 

значимость работы заключается в возможности применения рассмотренных 

подходов при построении и анализе математических моделей в физике, 

инженерии и других прикладных областях. 
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